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. Symbol || - || oznacza dowolng norme w R2. Osoby nieznajace pojecia normy
moga przyjac, ze ||(z,y)|| = /2% + y>.

. Niech A oznacza rodzine wszystkich zwartych (tzn. domknietych i ograni-

czonych) podzbioréw plaszczyzny R2. Dla kazdego zbioru D € A oraz dla

kazdego punktu o € R? odlegto§é¢ punktu o od zbioru D okre§lamy wzorem

d(a, D) = min(|]la — d|| : d € D). Wowcezas funkcja p : A x A — R okre-

a maxr

slona wzorem p(C, D) = ma:z:(acmG %(d(I’D))’x c D(d(:c, ())) jest metryka.

Nazywamy ja metrykq Hausdorffa. Zbior A wyposazony w metryke p jest

zupelna przestrzenia metryczng.

. Moéwimy, ze odwzorowanie afiniczne f : R? — R? jest zblizajgce, jezeli speinia

warunek (*): Va,y € R? |[f(z) — f(y)|| < ||z — y]|. Jesli odwzorowanie f :

R? — R? nie jest afiniczne, to w definicji odwzorowania zblizajacego warunek

(*) trzeba zastapi¢ mocniejszym warunkiem (**): 3¢ < 1 takie, ze Vz,y €

R? ||f(x) — f(W)]| < ¢llxr — y||- (Dla odwzorowari afinicznych warunki (*) i

(**) sa rownowazne.)

Kazdy (skoniczony) ciag odwzorowan afinicznych fi,. .., fi wyznacza odwzo-

rowanie Hutchinsona H : A — A H(D) = f1(D) U ... U fi(D). Mozna

wykazac, ze jesli odwzorowania afiniczne f1,..., fi sa zblizajace, to réwniez

wyznaczone przez nie odwzorowanie Hutchinsona jest zblizajace (w metryce

Hausdorffa).

Do zupetnej przestrzeni metrycznej (A, p) i odwzorowania Hutchinsona H :

A — A mozemy zastosowaé twierdzenie Banacha o odwzorowaniu zbliza-

jacym (o kontrakcji), by wywnioskowaé, ze dla dowolnego zbioru Dy € A

ciag zbiorow Dy D1 = H(Dy),...,Dpt1 = H(Dy),... n € N ma granice.

Co wiecej, granica ta nie zalezy od wyboru zbioru D. Te granice nazywamy

atraktorem odwzorowania Hutchinsona i oznaczamy Ag.

Twierdzenie Banacha o odwzorowaniu zblizajacym. Jesli przestrzen metryczna

(X, p) jest zupena, a odwzorowanie f : X — X jest zblizajace, to:

— dlakazdego punktu z¢ € X ciagkolejnych iteracji zo, 21 = f(z9),..., Tnt1 =
f(zyn),... n €N jest zbiezny,

— granica powyzszego ciaggu nie zalezy od wyboru punktu poczatkowego
Zo,

— granica & powyzszego ciagu jest jedynym rozwigzaniem réwnania f(x) =
x.

Jegli dla pewnego 1 <i <k fi(z) =2 (x € R?),toz € Ay.

Dowdd: Zalozmy, ze f1(x) = x, tworzymy ciag zbioréw zbiezny do atraktora

(p. 4), zaczynajac od zbioru Dy = {z}. Wowczas Dy = fi(Do)U... U

(Do) 3 x, indukcyjnie dowodzimy, ze € D,, Vn € N. Zatem = € Ay.

Poniewaz kazde z réwnan f;(x) = = ma rozwiazanie, to potrafimy zawsze

wskazaé co najmniej jeden punkt nalezacy do atraktora.



