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0. Symbol || · || oznacza dowoln¡ norm¦ w R2. Osoby nieznaj¡ce poj¦cia normy

mog¡ przyj¡¢, »e ||(x, y)|| =
√
x2 + y2.

1. Niech Λ oznacza rodzin¦ wszystkich zwartych (tzn. domkni¦tych i ograni-
czonych) podzbiorów pªaszczyzny R2. Dla ka»dego zbioru D ∈ Λ oraz dla
ka»dego punktu α ∈ R2 odlegªo±¢ punktu α od zbioru D okre±lamy wzorem
d(α,D) = min(||α − d|| : d ∈ D). Wówczas funkcja ρ : Λ × Λ → R okre-

±lona wzorem ρ(C,D) = max (
max
x ∈ C

(d(x,D)),
max
x ∈ D

(d(x,C))) jest metryk¡.

Nazywamy j¡ metryk¡ Hausdor�a. Zbiór Λ wyposa»ony w metryk¦ ρ jest
zupeªn¡ przestrzeni¡ metryczn¡.

2. Mówimy, »e odwzorowanie a�niczne f : R2 → R2 jest zbli»aj¡ce, je»eli speªnia
warunek (*): ∀x, y ∈ R2 ||f(x) − f(y)|| < ||x − y||. Je±li odwzorowanie f :
R2 → R2 nie jest a�niczne, to w de�nicji odwzorowania zbli»aj¡cego warunek
(*) trzeba zast¡pi¢ mocniejszym warunkiem (**): ∃q < 1 takie, »e ∀x, y ∈
R2 ||f(x) − f(y)|| ≤ q||x − y||. (Dla odwzorowa« a�nicznych warunki (*) i
(**) s¡ równowa»ne.)

3. Ka»dy (sko«czony) ci¡g odwzorowa« a�nicznych f1, . . . , fk wyznacza odwzo-

rowanie Hutchinsona H : Λ → Λ H(D) = f1(D) ∪ . . . ∪ fk(D). Mo»na
wykaza¢, »e je±li odwzorowania a�niczne f1, . . . , fk s¡ zbli»aj¡ce, to równie»
wyznaczone przez nie odwzorowanie Hutchinsona jest zbli»aj¡ce (w metryce
Hausdor�a).

4. Do zupeªnej przestrzeni metrycznej (Λ, ρ) i odwzorowania Hutchinsona H :
Λ → Λ mo»emy zastosowa¢ twierdzenie Banacha o odwzorowaniu zbli»a-
j¡cym (o kontrakcji), by wywnioskowa¢, »e dla dowolnego zbioru D0 ∈ Λ
ci¡g zbiorów D0,D1 = H(D0), . . . , Dn+1 = H(Dn), . . . n ∈ N ma granic¦.
Co wi¦cej, granica ta nie zale»y od wyboru zbioru D. T¦ granic¦ nazywamy
atraktorem odwzorowania Hutchinsona i oznaczamy AH .

5. Twierdzenie Banacha o odwzorowaniu zbli»aj¡cym. Je±li przestrze« metryczna
(X, ρ) jest zupeªna, a odwzorowanie f : X → X jest zbli»aj¡ce, to:
� dla ka»dego punktu x0 ∈ X ci¡g kolejnych iteracji x0, x1 = f(x0), . . . , xn+1 =

f(xn), . . . n ∈ N jest zbie»ny,
� granica powy»szego ci¡gu nie zale»y od wyboru punktu pocz¡tkowego

x0,
� granica x̃ powy»szego ci¡gu jest jedynym rozwi¡zaniem równania f(x) =

x.
6. Je±li dla pewnego 1 ≤ i ≤ k fi(x) = x (x ∈ R2), to x ∈ AH .

Dowód: Zaªó»my, »e f1(x) = x, tworzymy ci¡g zbiorów zbie»ny do atraktora
(p. 4), zaczynaj¡c od zbioru D0 = {x}. Wówczas D1 = f1(D0) ∪ . . . ∪
fk(D0) ∋ x, indukcyjnie dowodzimy, »e x ∈ Dn ∀n ∈ N. Zatem x ∈ AH .
Poniewa» ka»de z równa« fi(x) = x ma rozwi¡zanie, to potra�my zawsze
wskaza¢ co najmniej jeden punkt nale»¡cy do atraktora.
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