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1. De�nicje:
Liczba zespolona c nale»y do zbioru Mandelbrota M wtedy i tylko wtedy gdy
ci¡g z0 = 0, zn+1 = z2n + cn n ∈ N ∪ {0}, c ∈ C jest ograniczony.
Dla ka»dej liczby c ∈ C de�niujemy funkcj¦ fc : C ⇒ C. Wc = {z ∈ C} ci¡g
z0 = z, zn+1 = z2n + cn n ∈ N∪{0}, c ∈ C jest ograniczony. Zbiorem Julii Jc
odwzorowania fc nazywamy brzeg zbioru Wc.

2. Zbiór Mandelbrota jest podzbiorem koªa o ±rodku (0, 0) i promieniu 2.
Oznaczmy K = {c ∈ C : |c| ≤ 2}. Je±li c /∈ K, to ∃ a > 0 takie, »e
|c| = 2 + a.
Poka»emy (indukcyjnie), »e dla n ∈ N, c /∈ K, |zn| ≥ |c| oraz |zn+1| ≥
|zn|(1 + a). n = 1:

z1 = c ⇒ |z1| = |c|
z2 = z21 + c ⇒

|z21 | = |z21 + c− c| ≤ |z21 + c|+ |c| = |z2|+ |c| ⇒ |z2| ≥ |z21 | − |c| = |c2| − |c| = |c|(|c| − 1) = |c|(a+ 1) = |z1|(a+ 1)

Krok indukcyjny:
|z2n| = |z2n + c− c| ⇒ |z2n| ≤ |z2n + c|+ |c| = |zn+1|+ |c| ⇒ |zn+1| ≥ |z2n| − |c| ≥ |z2n| − |zn| = |zn|(|zn| − 1) ≥ |zn|(|c| − 1) = |zn|(1 + a).
Zatem, je±li c /∈ K, to ci¡g (|zn|)n∈N ro±nie nieograniczenie.

3. Je±li dla pewnego n0 ≥ 0 |zn0
| > 2, to ci¡g (zn)n∈N jest nieograniczony.

Z poprzedniego punktu wiadomo, »e je±li |c| > 2, to ci¡g (zn)n∈N jest nie-
ograniczony. Mo»na zatem zaªo»y¢, »e |c| ≤ 2. De�niujemy b = |zn0 | − 2,
|zn0+1| = |z2n0

+ c| ≥ |zn0 |2 − |c| = 4 + 4b + b2 − 2 ≥ 2 + 4b Indukcyjnie
dowodzimy, »e |zn0+k| ≥ 2 + 4kb∀k ∈ N.

4. Niech B oznacza rzeczywisty zbiór Mandelbrota, tzn. B = {c ∈ M : ℑ(c) =
0}.
Udowodnimy, »e B = [−2, 1

4 ]. Oczywi±cie B ⊂ [−2; 2].
(a) [−2; 0] ⊂ B: Udowodnimy indukcyjnie, »e ∀n ∈ N zn ∈ [−|c|, |c|].

z1 = c, zn+1 = z2n + c ≤ c2 + c = c(c+ 1) ⇒ |zn+1| ≤ |c||c+ 1| ≤ |c|

bowiem c+ 1 ∈ [−1; 1].
(b) [0; 1

4 ] ⊂ B: Udowodnimy indukcyjnie, »e ∀n ∈ N zn ∈ [0; 1
2 ].

z1 = c, zn+1 = z2n + c ≤ ( 122)
2 + 1

4 = 1
2 .

(c) Je±li c > 1
4 , to c /∈ B: Wyka»emy indukcyjnie, »e ci¡g (zn)n∈N jest rosn¡cy.

Je±li zn = z2n−1 + c ≥ zn−1, to zn+1 = z2n + c ≥ z2n−1 + c = zn.
Ka»dy ci¡g rosn¡cy ma granic¦ ∈ [0;∞]. Mamy pokaza¢, »e ci¡g jest nie-
ograniczony, tzn. ma granic¦ ∞. Przypu±¢my (dowód nie wprost), »e g < ∞
Niech g = limn→∞ zn oraz f(z) = z2 + c. Poniewa» zn+1 = f(zn) oraz funk-
cja f jest ci¡gªa, to limn→∞ zn = f(g). Ci¡g mo»e mie¢ tylko jedn¡ granic¦,
zatem g = f(g), czyli liczba g jest rozwi¡zaniem równania g = g2+ c. �atwo
sprawdzi¢, »e dla c > 1

4 równanie to nie ma rozwi¡za« rzeczywistych.
5. Je»eli |z| > max(2, |c|),to z /∈ Jc. Oznaczmy przez a liczb¦ (dodatni¡), tak¡

»e |z| = 2 + a. Z nierówno±ci trójk¡ta dostajemy |z|2 = |z2| = |z2 + c− c| ≤
|z2 + c|+ |c| a st¡d |z2 + c| ≥ |z|2 − c ≥ |z|2 − |z| = (|z| − 1)|z| = (1 + a)|z|.

1



Oznacza to, »e |zn+1| ≥ (1 + a)|zn| ∀n ∈ N ∪ {0} ⇒ |zn+1| ≥ (1 + a)n+1|z|,
a wi¦c ci¡g (zn) jest nieograniczony.

6. Wystarczy pokaza¢, »e 0 /∈ Jc. Z de�nicji zbiorów Julii Jc oraz zbioru Man-
delbrota M bezpo±rednio wynika, »e 0 ∈ Jc ⇔ c ∈ M . W punkcie 4(c)
pokazali±my, »e je±li c ∈ R ∧ c > 1

4 , to c /∈ M .

7. Zakªadamy, »e c ≤ 1
4 . De�niujemy funkcj¦ f(x) = x2+c. Niech d = 1+

√
1−4c
2 ,

(d jest jedynym pierwiastkiem równania x = x2+c je±li c = 1
4 , oraz wi¦kszym

z pierwiastków równania x = x2 + c je±li c < 1
4 ).

(a) Zaªó»my, »e y ≤ d. Poniewa» zbiór Julii Jc ma ±rodek symetrii w punkcie
0, mo»na dodatkowo zaªo»y¢, »e y ≥ 0. Dla argumentów dodatnich funkcja
f jest rosn¡ca, zatem f(y) ≤ f(d) = d, indukcyjnie dowodzimy, »e ci¡g:
y0 = y, yn+1 = f(yn)n ∈ N ∪ 0 jest ograniczony (przez liczb¦ d), zatem
y ∈ Jc.
(b) Zaªó»my, »e y > d. Na póªprostej [d;∞) funkcja f jest rosn¡ca, zatem
ci¡g: y0 = y, yn+1 = f(yn) n ∈ N ∪ 0 jest rosn¡cy. Ma wi¦c granic¦ (sko«-
czon¡ lub niesko«czon¡). Zaªó»my, »e ma granic¦ sko«czon¡ g = limn→∞ yn,
poniewa» y0 > d oraz ci¡g (yn) jest rosn¡cy, to g > d. Podobnie jak w
punkcie 4(c) dowodzimy, »e granica g speªnia równanie x = f(x), równanie
to nie ma rozwi¡za« wi¦kszych ni» d. Otrzymana sprzeczno±¢ dowodzi, »e
g = ∞, tzn. y /∈ Jc.
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